
Lec 26 定积分应用举例

26.1 计算数列极限

若 f ∈ C[a, b], 则 f ∈ R[a, b], 且
∫ b

a

f(x) dx = lim
λ→0+

n∑
i=1

f(ξi)∆xi = lim
n→∞

n∑
i=1

f(a +

b− a

n
i)
b− a

n
.

由此我们可以计算以下求和式的极限.
例 26.1求下列数列极限,p > 0.

1. lim
n→∞

1p + 2p + · · ·+ np

np+1
;

2. lim
n→∞

ln

(
1

n
n
√

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n)

)
;

3. lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n

)
.

解

1. lim
n→∞

1p + 2p + · · ·+ np

np+1
= lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

(
i

n

)p

=

∫ 1

0

xp dx =
1

p+ 1
;

2. I = lim
n→∞

(
n∑

i=1

ln(1 +
i

n
)
1

n

)
=

∫ 1

0

ln(1+x) dx = x ln(1+x)
∣∣1
0
−
∫ 1

0

x

1 + x
dx = 2 ln 2− 1;

3. I = lim
n→∞

(
n∑

i=1

1

1 + i
n

1

n
=

∫ 1

0

1

1 + x
dx = ln 2

)
.

26.2 积分中值定理与积分平均值 f̄

设 f(x) ∈ C[a, b],则必有 ξ ∈ (a, b), 使得
∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b − a).设 f(x) ⩾ 0,则左式

是曲边梯形面积,右式是矩形面积,他们具有一个共同的腰 [a, b].其中 f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx

称为 f(x)在区间 [a, b]上的积分平均值.
1. 设某地某日的气温变化规律为 f(t) =

10

3t+ 1
, t ∈ [0, 24] 则此地这天的平均气温为 f̄ =

1

24− 0

∫ 24

0

10

3t+ 1
dt =

5

36
ln(3t+ 1)

∣∣24
0

≈ 0.596.

2. 用计算机求解 f̄ = f(ξ) =
1

b− a
lim
n→∞

f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
≈ f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
,

其中 xi = a++
b− a

n
i, i = 1, 2, · · · , n.



26.3 定积分与 n阶 Taylor公式

26.3 定积分与 n阶 Taylor公式
设 f ∈ Cn+1(Ū(a, δ)),则

f(x) = f(a) +

∫ x

a

df(t) = f(a) +

∫ x

a

f ′(x) d(t − x) = f(a) + (t − x)f ′(t)
∣∣x
a
−
∫ x

a

(t −

x)f ′′(t) dt = · · · =
n∑

m=0

f (m)(a)

m!
(x− a)m +

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt.

因此记 Rn(x) =

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt,则 f(x) =

n∑
m=0

f (m)(a)

m!
(x− a)m+Rn(x).称 Rn(x)

为 f(x) 在 x = a处的 n阶积分型余项.由积分型余讨论其阶数,我们可以得到 Peano余项的
Taylor公式;由积分型余项和积分中值定理,我们可以得到 Lagrange余项的 Taylor公式.

26.4 定积分与几何度量

例 26.2求椭圆 D :
x2

a2
+

y2

b2
⩽ 1绕 oy轴旋转一周所得的旋转体的体积.

解取参数方程x = a cos t, y = b sin t, t ∈ [0, 2π],则V = 2π

∫ 2π

0

xy dx = 2π

∫ 2π

0

(a cos t)(b sin t) d(a cos t) =

4

3
πa2b.

例 26.3求椭圆 D :
x2

a2
+

y2

b2
⩽ 1的弧长.

解取参数方程x = a cos t, y = b sin t, t ∈ [0, 2π],则L =

∫ 2π

0

√
(d x)2 + (d y)2 =

∫ 2π

0

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t dt =∫ 2π

0

√
a2 − (a2 − b2) cos2 t dt = 4a

∫ π/2

0

√
1− (e cos θ)2 dθ.

由 (1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2
x2 + · · · .

若取
√

1− (e cos θ)2 = 1− 1

2
(e cos θ)2,则 L = 2πa− π

2
e2a.

若取
√

1− (e cos θ)2 = 1− 1

2
(e cos θ)2 − 1

8
(e cos θ)4,则 L = 2πa− π

2
e2a− 3e4

256
aπ.

26.5 用积分定义函数

若 f(x) ∈ C(I),则 F (x) :=

∫ x

a

f(t) dt是 I 上的连续可微函数,且 dF (x) = f(x) dx.即区

间 I 上的连续函数必有原函数

∫ x

a

f(t) dt.事实上 f(x)的原函数至少包括

∫ x

a

f(t) dt+C,故有

无穷多个.
1. f(x) =

∫ x

1

dt

t
= ln x;

2. Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt;

2



26.5 用积分定义函数

3. B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt, x > 0, y > 0.

例 26.4计算反常积分:I =

∫ +∞

−∞

dx

x4 + 1
.

解 I =
1

2

∫ +∞

−∞

(
1− x2

1 + x4
+

1 + x2

1 + x4

)
dx.

其中

∫ +∞

−∞

1− x2

1 + x4
dx = −2

∫ +∞

0

d(x+ x−1)

(x+ x−1)2 − 2
= −2 ln

∣∣∣∣∣x2 −
√
2x+ 1

x2 +
√
2x+ 1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣+∞

0

= −2 (ln 1− ln 1) =

0. ∫ +∞

−∞

1 + x2

1 + x4
dx = 2

∫ +∞

0

d(x+ x−1)

(x+ x−1)2 + 2
=

2√
2
arctan

x− x−1

√
2

∣∣∣+∞

0
=

√
2
(π
2
+

π

2

)
=

π
√
2.

因此 I =

√
2

2
π.

� 作业 ex5.1:25(1)(3),28,30;ex5.3:3(2),5(2)(4).
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